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INTRODUZIONE

La presente raccolta ¢ stata realizzata con ’intenzione di chiarire la modalita e il grado di
difficolta con i quali gli argomenti d’esame al Concorso 1° Classe R.N. potranno essere
sottoposti al candidato. La volonta ¢ quella di avvicinare il concorrente a problemi che
prevedono una risoluzione ragionata e mai meccanica. La varieta di esercizi presentata ha
duplice scopo. Il primo ¢ quello di sottolineare la necessita di una buona padronanza dei
concetti, delle regole e degli strumenti di calcolo necessari per il superamento del
concorso, ma anche per il proseguimento degli studi che il candidato di accinge ad
intraprendere. Il secondo ¢ quello di far abbandonare, se fosse necessario, il
convincimento che ci siano esercizi tipo sui quali allenarsi, per fare spazio all’idea che la
linea guida da seguire sia quella del ragionamento fondato su buone conoscenze e capacita
di sintesi.

Questo Syllabus, pertanto, né vuole, né puo essere una lista degli esercizi d’esame, ma si
propone di fornire indicazioni sulla qualita che lo studio per la preparazione al concorso
necessita.

In particolare, per ogni argomento sono proposte 10 domande di cui 2 con soluzioni e

relativo ragionamento.



ESERCIZI DA SVOLGERE

ALGEBRA

A - Numeri interi e loro proprieta

1. Calcolare M.C.D.em.c.mtra 2n+1 e 4n+1 al variare di ne N.

(Soluzione: applicando la definizioni di M.C.D. si calcolino i divisori di 2n+1 e 4n+1;
notato che al variare di n hanno [’unita come unico divisore si puo calcolare il m.c.m
Jacilmente. M.CD. 2n+1,4n+1}=1 Vne N e mem. {2n+1,4n+1}= 2n+1)4n +1)).

2. Provare che per ogni n > 1 i numeri 4n* —1 € 4n* +1 non sono primi.
3. Dimostrare che il prodotto di tre numeri naturali consecutivi ¢ multiplo di 6.

4. Determinare il maggiore fra i due numeri 12°, 9",

3 3 3 3
(Soluzione: basta osservare che 12 _(12' | e risultal2” _12° 1 _(4) 1 <23, l_ <1.)
92 { ¢9* 9* 9> 9 \3) 9

O |
O | o0

n+7

5. Determinare per quali valori di » € N il numero ¢ naturale.

n-—11

6. Determinare per quali valori di n € N il numero 2n° —3n+3 ¢ divisibile per
n-3.

7. Determinare »n in modo che
2".5" =100 16" :8=32 22 =256.

8. Provare che se due numeri hanno un divisore comune, anche la loro somma ¢ la
loro differenza hanno lo stesso divisore comune

9. La somma di tutti i numeri interi minori di un numero primo p ¢ un numero
divisibile per p.

10. Dire qual ¢ il resto della divisione di 2" per 7 essendo n>3.




B - Potenze di un numero reale.

2

1. Risolvere la disequazione x*“ >(a—1)x , aeR, al variare del parametro a.
: . . . : —q? .
(Soluzione : la disequazione puo essere scritta come x*~% — (a — 1)x = 0 che puo

a-a?-1

essere scritta come x(x —a+ 1) > 0 a questo punto basta studiare il sistema

x=0
1 pericasia>lea<l.Lesoluzioni sono:
x = (a— 1)a—a?-1

1

x>0 Va<l ; O<x<(a—1)awa Va>1)

2 3
2. Qual ¢ il maggiore tra i numeri 5° e 32 ?

3. Provare che \/%+\/E+\/%< 27.

4. Provare che, qualunque sia un numero primo p > 2, /p non ¢ un numero
razionale.

5. Provare che 3\/3 € un numero irrazionale.

6. Risolvere I’equazione x** +x** —10x“ +8=0 , a <R ,al variare del
numero reale a.

1 1
7. Determinare i valori di x per cui x2 -x3 -x7> > 2.

(Soluzione: applicando le proprieta delle potenze per l’incognita x ottengo

1 1 7 . . \ . .
—+ 3 2= e ; la disuguaglianza e equivalente a > 2, a questo punto si nota

1
6/x7
che le uniche soluzioni possibili sono per valori di x positivi ma minori di I....)

8. Determinare n in modo che
2"-5" =100 16" :8=32 2% =256.
9. Essendo a,b,c € R, ¢ vera I'implicazione (a —c)=(b-c)f =>a=5h?

10. Sia a € R compreso nell’intervallo [0,1]; provare che per ogni coppia x,y € R*

a

Vale:‘x“ —y“‘ﬁ ‘x—y




C - Identita, equazioni e principi di equivalenza.

1.

Quali tra le seguenti uguaglianze sono identita?

vx® +x* =x\/x+x2 \/x3 —x* =x\/)c—x2

(Soluzione: analizziamo il primo caso per i seguenti valori della x: x>0 e x<-1

\/x3+x4:x\/x+x2 Vx>0, vx’ +x* =—xvJx+x* Vx<-1 quindi la prima

uguaglianza non e un’identita, mentre per la seconda equazione tenendo conto del C.E.

si ottiene \/x3—x4 =X\/x—x2 ‘v’xe[O;l] e dunque la seconda uguaglianza e

un’identita.)

2.

Risolvere al variare di a € R le equazioni
x x+1 1 X Jrx+1_ 1

a a+l d*+a = a-1 a+1 1-a*

e si dica se esistono valori del parametro reale a per cui esse sono equivalenti.

3.

10.

Le equazioni (x2 — 1)2 = (5 —x’ )2 e x> —1=5—x" sono equivalenti?

2
Determinare le soluzioni dell’equazione (x + l} — 3(x + lj +2=0.
X X

1

Al variare del parametro reale a si determinino le soluzioni di 1—ax = ‘ |
ax —1

Provare che se m, n sono interi dispari I'equazione x* + mx +n = 0 non ha radici
razionali.

. . . . x=1 x-2
Risolvere al variare di a 1'equazione = .
x—a x+3

Assegnata l'equazione x° — (a + l)x +a =0 determinare @ in modo che ammetta

due radici x,,x, taliche x, —x, =2.

Si dica per quali valori di a€R lequazione ax’+(a—1)x+(1-a)=0 ha
soluzioni e al variare di a si determini il loro segno.

Assegnata l'equazione x° —ax—a —1=0 dire per quali valori di a essa ammette
.. . 2 2 . .
due radici x;,x, tali che la somma x,~ + x,” sia minima.




(Soluzione: affinché l’equazione ammetta soluzioni deve avere A>(0 quindi a#-2; a
questo punto calcolare le due soluzioni x; e x2: la somma x/°+x’=a’+2a+2 essendo
somma di quantita positive, risultera minima se a’+2a+2 é minima; si noti che
rappresenta un’equazione di una parabola con concavita verso [’alto e quindi il vertice

rappresenta il minimo valore ... ... a=-1.)

D - Divisibilita e decomposizione di polinomi.

1. Risolvere la disequazione x° —a'’ +x>a’.

(Soluzione: la disequazione é equivalente a: (x-a°)(x*+a’x>+a*x’+a’x+a®+1)>0; si noti
che il secondo termine del prodotto sara sempre positivo. per x=>1 e per x<-1; per ogni
valore di a, per -1<x<I e necessario studiare i casi in cui a=>1 a<-1 e -1<a<lI. La

disequazione sara verificata per x>a’.)

2. Nel polinomio P(x)=x*+3x’ +4x”> +ax+b determinare a, b in modo che
risulti divisibile per (x —1) (x +1).

3. Determinare per quali numeri naturali n il polinomio in due variabili
P(x,y) = (x +y+ 1)" —x" —y" —1 édivisibile per (x + y)(x + 1)(y + 1) e, pern=3,

scomporre in prodotto di fattori il polinomio (x +y +1)° —x* —y* —1.

4. Per quali valori del parametro reale a il polinomio x* —2a’x* +a* ¢ divisibile
per x—2a+17?

5. Al variare del parametro reale a calcolare le soluzioni di x* +4 < a(x2 —2x+ 2)

3 2 2 3
. . ... X =3nx"—-n"x+3n
6. .Determinare le soluzioni di | | >1 , neN.
xX—n

7. Nel polinomio P(x)=x*+3x’ +4x* + ax+b determinare a, b in modo che
risulti divisibile per (x—1) (x +1).

8. Scomporre in prodotto di fattori il polinomio (x +y +1)° —x* —y* —1.




9. Per quali n il polinomioP(x,y)=(x+y+1)' —x" —y" -1 ¢ divisibile per
(x + y)(x + 1)(y + 1),

. . 2 a b c
10. Determinare a, b, ¢ in modo ch¢ ——=-+—+—
x3-3x242x x x-1 x-2

(Soluzione: poiché x*-3x*+2x=x(x-1)(x-2), per il principio di identita dei polinomi deve

essere 2=a(x-1)(x-2)+bx(x-2)+cx(x-1) quindi a=1, b=-2, c=1.)

E - Radicali e loro trasformazione.

VI—x—x* —x°
ilxix—ﬂ '

(Soluzione : dall’analisi del C.E. e evidente che le soluzioni accettabili sono per x<lI

1. Semplificare la seguente espressione

\/— Ax? =3 Qx|—1 1—x
Yalx—1) Vx

quindi

Vx<l,x#0.)

2. Determinare qual ¢ il maggiore dei due numeri (\/g + 2)_ﬁ , (\/g - 2)3 .

3. Determinare le soluzionidi Vx> —a =2x+a ,acR.

4. Risolvere la disequazione Yx - 3\/ax2 < 3\/x —ax’ ,aeR.

5. Risolvere la disequazione vVx“" —x" +avx* >0 , aeR

6. Determinare le soluzioni di ax +§ |x| +¥a=a¥yx> ,aeR.

7. Mettere sotto forma di prodotto di due fattori va’x —vax® ++a’x’

i

8. Si giustifichi perché la seguente equazione Vx+/x+1=

¢ impossibile.

9. Risolvere l'equazione 3vx* +x—2=x"+x.

10. Si giustifichi perché la seguente equazione Vx+/x+1= 2x -1 ¢ impossibile.

i

(Soluzione: si osservi che \Jx +Vx + 1 = 2+/x mentre 2= \/_ < 2 \/W < 2vx).)




F - La funzione logaritmo.

1. Risolvere I’equazione log, a*x” :10g3|ax| .

(Soluzione: notato che gli argomenti dei logaritmi sono sicuramente >0 e ricordando che

per a=0 la funzione logaritmo non é definita, basta porre |’'uguaglianza degli argomenti

ottenendo x = i|a|_3 Va+#0.)

1 1 1

2. Provare che + =
log, x log,x log.x log,. x

3. Provare che log,2-log,3-.....-log, 7 :%.

4. Risolvere I’equazione logs* a’x” = log}

q.

5. Calcolare, al variare del numero reale a, le soluzioni di
log’ x* +2alogx-3=0

6. Risolvere I’equazione logz(ax —a"‘): loga(a"+1 —a"™ )2

7. Provare le seguenti uguaglianza:

1
logabzloglg , (logab)(logba)zl , logablegﬁx/Z

a

8. Facendo uso dei teoremi sui logaritmi, trasformare le seguenti espressioni in

b
somme algebriche: log 4/a- 3—
o N

9. Facendo uso dei teoremi sui logaritmi, trasformare le seguenti espressioni in
somme algebriche: lo g(lo ga™"

logzx/; — 2

10. Risolvere le seguenti equazioni: x

(Soluzione: passando ai logaritmi in base 2 dei due membri dell'equazione, essa risulta

equivalente a log, x =4 e quindi x=4,x= %.)




G - La funzione esponenziale.

1. Risolvere, al variare di a € R la disequazione 4" +a-10" +25" >0

2. Esiste un numero reale x < —1 tale che 2x* —2x* +2* =0 ?
3. Risolvere la disequazione (\/ 3+4/8 j - 3(\/ 3-4/8 j >2.

. . 2 2
4. Risolvere I’equazione a** —a* =a" "™ —a”™"' , aeR" .

5. Risolvere la disequazione (a ++a’ —I)X‘ + (a —~a® - 1)x >a .

6. Risolvere ’equazione a =a“+a " qeR"
7. Risolvere le seguenti equazioni: 2> + 2.3 = 377 4 22
8. Risolvere le seguenti equazioni 8 —3-4* —3-2"" +8>0.

9. Provare che I'equazione 2x* —2x° + 2* = 0 ¢ impossibile.

(Soluzione: l'equazione é equivalente alla seguente 2x>(1-x)=2%. Se x<0 e x>1 si ha

2
233 (1-x)<0<2*. Se 0<x<I poiché x(1 — x) < %, giacche (x — %) = 0, si ricava

2

2 (1-x) = 27 -x-(l—x)s%<1<2x

10. Risolvere le seguenti equazioni: 2** +2*-a* —a**"' >0 , a=#2

(Soluzione: dividendo per a* la disequazione é equivalente

ERORS

, _ _ 2Y _ —1++1+4a
ossia alla disequazione | — | > —
a

s allora se a > 2 sono soluzioni

—1++1+4a —1+1+4a

x <log, — mentre se a < 2 sono soluzioni x >log, — .)

a a



H - Equazioni razionali e irrazionali

1. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
Vx* —a =ax° +|a|

(Soluzione: I’equazione é impossibile se a<(0 e se a>1, si osservi che per a<(0 nel primo

caso il secondo termine diventa negativo, nel secondo caso per a>1 il secondo termine

3 l/a
+
sara sempre maggiore del primo; per 0 <a <1 x = (611 ?J )
-a

2. Assegnata la seguente equazione di 2° grado, si determinino i1 valori del
parametro reale a affinché essa ammetta due radici reali x, e x, che soddisfino
la condizione scritta a lato:

(a-2)x*-(B3-a)x+4=0 , xp+x; >1

3. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
a(x4 +a4): x*+a’ —x/E-|ax|

4. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
Vx—1-~x+1 _

ax—1

0

5. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:

av x +3\/CZX3 = 4\/61)(?6

6. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
) la—x* 1
a+x"“ |a|

7. Si giustifichi perché la seguente equazione Vx+/x+1= 2x -1 ¢ impossibile.

Jx-1

8. Provare, giustificando la risposta, che delle seguenti equazioni

Nx+3+4x+1=1 , AJx+3—-A/x+1=1 , ~x+1-+4x+3=1

solo una ammette soluzione.

9. Risolvere l'equazione 3vVx* +x—2=x"+x.




10. Mettere sotto forma di prodotto di due fattori \/ a’x — \/ ax® + \/ a’x’ .

(Soluzione: si noti che si puo raccogliere il termine Vax , ...~ ax0a| — |x| + ax).)

I - Valore assoluto e disequazioni razionali.

1. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

X—a a

a X—da

(Soluzione: il valore nel modulo e positivo per definizione quindi prima si studia il

. . a . . a . .
caso in cui n < 0 e successivamente il caso n >0... le soluzioni sono

x<a,x>2asea>0; x<2a,x>a se a<0.)

2. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:
<(l-a)-x"

a-1 l-a

X —ax

3. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:
ax 1+ax
>

1—ax ax

4. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

a

x“ +a‘2‘2a—x’

5. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:
x3a + x2a

10x“ -8

<1

6. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:
<(-a)

1- 2
x “+ax?

a

7. Sia a razionale con 0< a <1; provare che se x,y € R" si ha [x — y*

S‘x—y

8. Al variare di a studiare la disequazione 1-ax < ‘ 1| .
ax —

10




9. Provare che la seguente disequazione ‘\/; —\/;‘ < 1/|x— y| ¢ verificata da ogni

coppia x e y di numeri reali.

Lo

10. Determinare 1 numeri reali x per cui >2.
X
(Soluzione: l—\/§>2 = l> 3+2vl<\/§—2 0<x< ! Vx> ! )
Clx X X V342 J3-2

L - Potenze e disequazioni irrazionali.

1. Risolvere, al variare del parametro reale a # 0, le seguente disequazione:

. \2
(x”+a~x ") >a’+2a+1

(Soluzione: il secondo termine e sempre positivo a’+2a+I1=(a+1)? quindi vanno

analizzati i casi per a<-1, -1<a<0, 0<a<l e per a>1 ... le soluzioni sono
0<x£(—a)l/a,x21 se a<-1 O<x£1,x2(—a)l/“ se —-l<a<0 ;

0<x<a’,x>21 se0<a<l;0<x<Lx>a" sea>1;x#0 sea=+1))

2. Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguente disequazione:
\/(l +a)” +2(+a)" >a

3. Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguente disequazione:

1<l
1+ x¢

4. Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguente disequazione:

2
x"—=x* >2a-x°

5. Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguente disequazione:

Vx'™ = x4 gx* >0

6. Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguente disequazione:

3

x4 —x“"

1/|x—1|—x+1

2
7. Studiare la disequazione (x + 1) - S(x + lj +2>0

a

>0

X X

11




8. Risolvere le seguenti disequazioni x + (a +1lW-x-a>0 aeR".

9. Risolvere al variare di a la disequazione Va’x —vax’ > x> —ax.
. o .1 1
10. Risolvere le seguenti disequazioni: — < .
X Nl1-x°

(Soluzione: la disequazione e banalmente soddisfatta per —1< x <0, difatti 1/x diventa

un valore negativo; se x >lnon ha significato e, per x compreso tra 0 e I, essendo

. . . N 1
equivalente alla disequazione x >\1—x> | é verificata per x>——.)

NG

M - Equazioni logaritmiche e disequazioni parametriche.

1. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:
2log(x+1) =logx +loga
(Soluzione: [’equazione ha significato per a>0 ed equivalente al sistema

(x+1?%=

{log(x +1)2 = log ax
x>0

AX i studi | ‘equazione di 2° grado per i
x>0

ovvero {

casi in cui A>0, A<0 e A=0. Per 0<a<4 [’equazione e impossibile, per a=4 ha soluzione

x=1, per a>4 ha soluzioni x, =

a-2—./a(a—4) ex, = a—2+\/2a(a——4)')

2

2. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
1

log, x —log, ax

=2log, x + log, ax

3. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
2 2.2 3 3.3
log, ax+log, a"x” +log, a’x” =0

4. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

loga(a —~Nx*—a’ )> log, x

5. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:
4\/log§|x| > 3\/loga|x|

6. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

1 1
>

log,, x*—ax) @

12




7. Risolvere I’equazione: logix — 2logpx —3 =0

loghx =y

yi—2y—3= 0le soluzioni

(Soluzione:  l’equazione  equivale  al sistema:{

dell’equazione di 2° grado y=-1 e y=3 e quindi le soluzioni sono x=% ex=h’,)

8. Risolvere I’equazione: logs(x? + 3x — 16) — logz(x +3) = 1
9. Risolvere la disequazione: V1 — x2 > logs|x|

10. Risolvere la disequazione: Log(l —Vx — xz) <x

N - Equazioni esponenziali e disequazioni parametriche.

1. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:

2 _ 2
xx +ax—12a — 1

(Soluzione: I’equazione ha come C.E. x>0 ed ha significato per a€R ed equivale al

x>0

4 ax—12a% = 0 il A dell’equazione di 2° grado vale 49a°=0, per a=0 la

Sistema:{

soluzione é x= 0 che non é accettabile, per a #0 le soluzioni sono x;=-4a e x2=3°.)

2. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
2
2 —a=2"" -1

3. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente equazione:
(1+ a)‘m‘ =a- (1 +a’ )x

4. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

(ljx_z +a"™ >2a-1)

a

5. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

az—ax

a®“>a+a

6. Risolvere, al variare del parametro reale a, la seguente disequazione:

a4 g < g

13




7. Risolvere la seguente disequazione: 2> +2* -a* —a™"' >0 , a=#2.

8. Si dica per quali valori di aeR l'equazione ax’ +(a—1)x+(1-a)=0 ha
soluzioni e al variare di a si determini il loro segno.

1
(Soluzione: l'equazione é impossibile se A<0 e quindi per —§<a <1;si prosegue

1
studiando per a =1da cui si ha la soluzione x =0, se a < 3 oppure a>1 si hanno

due radici di segno opposto.)

9. Assegnata l'equazione x* —(a+1)x+a =0 determinare  in modo che ammetta

due radici x,,x, taliche x, —x, =2.

10. Assegnata I'equazione x” + ax +b = 0 si scriva I'equazione di 2° grado avente
come radici le reciproche dell'equazione assegnata; quale legame deve
intercorrere tra a e b affinché¢ ammetta due radici x,,x, taliche 0 <x, <1<x,?

O - Sistemi di equazioni e disequazioni.

1. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:
{\/ x—a=1-x

xz—(l+a)x+a>0

(Soluzione: se a >1 l'equazione del sistema non é definita, se a =1 il sistema ha la

Jvx—a=1-x

si osserva che
(x—a)(x—l)> 0

soluzione x =1; se a <1, scritto il sistema nella forma {

poiché risulta 1-x>0 significa che x-1<0 e x-a>0 si conclude che la disequazione del

sistema, e quindi il sistema, e impossibile.)

2. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:
xt—at > a(x2 +a2)

—a

ax =—-
a

3. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:
14




X =X
X a
< —
a X

4. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:

) g <@ g
1
> =a
log,x

5. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:
x> ax?
a*" > (2a)"
6. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:
1 —a
—| <ld
X
log, (a4x4 )— log; (azx2 ) >0
7. Risolvere il seguente sistema:
x—y=1
x*+y?=5
8. Risolvere il seguente sistema:

X+y=a
xy—3x+2y=-3a
X

=d—
(Soluzione: il sistema dato e equivalente al seguente y2
x*—(a—5)x-5a=0

poiché la seconda equazione del sistema ha le soluzioni x =a ,x =-5, si conclude che

le soluzioni del sistema sono le coppie (a ,0),(-5,a+5).)

9. Risolvere il seguente sistema:
‘xz - 2x|+ y=1
x+y=1
10. Risolvere, al variare del parametro reale a, il seguente sistema:

{\/x—a =1-x

xz—(l+a)x+a>0
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GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA

A - Coordinate cartesiane ortogonali nel piano; posizione
reciproca di due rette.

1. Date y:x°+y° =9 ed r:x =4 determinare P € r tale che le due rette uscenti
da P e tangenti a y siano tra loro perpendicolari.

(Soluzione: si disegni la circonferenza su un piano cartesiano e la retta r; nel punto P le
tangenti alla circonferenza formano tra loro un angolo retto, disegnando il segmento che
congiunge il centro della circonferenza con il punto P questa e bisettrice

dell’ angolo in P. Congiungendo i punti di tangenza con il centro della circonferenza
otteniamo due triangoli rettangoli isosceli con angoli di 45 gradi; a questo punto basta

imporre che la distanza dal centro della circonferenza al generico punto P €r sia uguale
all’ipotenusa dei due triangoli cioé 2. Il centro circonferenza ha coordinate (0,0), il

punto P ha coordinate (4,y,), l'ipotenusa misura 3\'2 .............. P = (4,1— \/5) )

2. Assegnate le rette r:y=2 e t:x+y=0 tra le circonferenze tangenti in O=(0,0) a t
determinare quelle che intercettano su r una corda di lunghezza 1.

3. Assegnatiipunti 4=(~14)e B=(3,0) elaretta r:3x—y+4=0, determinare
un punto C € r in modo tale che il triangolo ABC sia isoscele con base 4B.

4. Datiipunti 4=(-2,4), B=(4,-5) e C=(1,k), per quale k € R essi sono
allineati? In caso contrario determinare la circonferenza passante per i 3 punti.

5. Datalaretta r:y=x edil punto 4= (2,3), determinare le rette per 4 che

formano con  un angolo di 15°.

6. Determinare le coordinate del terzo vertice di un triangolo rettangolo ABC
essendo noti il vertice 4 =(0,0) dell'angolo retto, il vertice B =(4,0) e sapendo

che la mediana relativa al lato AB misura \/7 .
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7. Si dimostri che una qualunque retta » di un piano o ed una retta s non
contenuta in o e che incontra o in un punto P non appartenente ad » sono
sghembe.

8. Date due rette sghembe r e s ed un punto P, individuare una retta passante per P e
complanare con r € s.

(Soluzione: se P non appartiene né ad r né ad s, la retta richiesta e quella di intersezione
del piano per P ed r e del piano per P ed s. Se P appartiene ad uno delle due rette, esistono

infinite rette soddisfacenti la condizione richiesta.)

9. Individuare tutti i piani equidistanti da tre punti non allineati.

10. E' vero o falso che la distanza di un punto da un piano coincide con quella di tale
punto da una qualsiasi retta contenuta nel piano?

B - Ellisse, iperbole, parabola come luoghi geometrici:
equazioni canoniche e loro trasformazione tramite traslazione
degli assi cartesiani.

1. Determinare 1 restanti 2 vertici del triangolo equilatero VAB inscritto nella

A2
parabola di equazione * ~ 2" con vertice V.

(Soluzione: calcolare il vertice della parabola v (0,0); vista la simmetria della parabola

rispetto all’asse y il lato AB sara parallelo all’asse x. Basta imporre che la distanza AB

sia uguale alla distanza dei punti dal vertice.... A = (%,?j , B= (% —ﬁj )

2 2

+

2. Per quali k € R I'equazione
k=1 k+2

=1 rappresenta un'iperbole con i vertici

sull'asse y?

3. Classificare al variare di & € R I'equazione kx* +(1—k)y> =k* +k .

4. Determinare 1'equazione della parabola passante per 4 = (2,0) e B= (O,l) e
avente per direttrice la retta :y -2 =0.
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5. Determinare I'equazione dell'iperbole passante per P = (— 1,0) e avente come
fuochi i punti £, =(0,1) e F, =(4.1).

2 2
6. Inscrivere nell'ellisse di equazione 1 + ry =1 un rettangolo di perimetro k.

7. Verificare che la retta perpendicolare ad un segmento AB, passante per il suo
punto medio coincide con il luogo geometrico dei punti equidistanti dagli estremi
A, B ("asse del segmento").

8. Descrivere il luogo di punti delle spazio equidistanti da due punti P e Q assegnati.

(Soluzione: il luogo richiesto e il piano perpendicolare al segmento PQ e passante per il

suo punto medio ( piano asse del segmento PQ .)

9. Descrivere il luogo delle rette passanti per un punto P e formanti un assegnato
angolo 3 con un piano o.

10. Descrivere il luogo di punti dello spazio equidistanti da due piani ae 3
assegnati.

C - Equazioni di circonferenze e fasci di circonferenze.

1. Data la circonferenza y:x> + y° =1, determinare il punto P € y avente distanza
minima dalla retta 7:3x+y+6=0.

(Soluzione: si determini la retta perpendicolare alla retta r e passante per il centro della

circonferenza; il punto P sara dato dall’intersezione di tale retta con la circonferenza

2. Determinare, al variare di k& € R, la posizione reciproca della circonferenza di
equazione x* + y> —6y —16 =0 e della retta di equazione y = 2x+k .

3. Determinare il luogo geometrico dei centri delle circonferenze di equazione
x*+y? —2k’x—2ky=0.

4. Assegnata la circonferenza y:(x - 1)2 +y? =4, determinare nel fascio di rette di
sostegno A = (4,1) quelle che intercettano su y una corda di lunghezza 1.
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5. Dopo aver determinato per quali k€ R il punto P=(O,k) ¢ esterno alla

circonferenza y:x* +y> —12x -8y +32=0, determinare le equazioni delle rette
tangenti a y uscenti da P.

6. Determinare per quale k€R si ha la circonferenza del fascio
x*+y +h+ (k — 2)y —1=0 tangente ai due assi cartesiani.

7. Date due circonferenze y e n di uguale raggio 1, e centri C e C’, si determino il
luogo geometrico dei centri delle circonferenze tangenti entrambe.

8. Descrivere il luogo geometrico dei punti P che vedono una data circonferenza vy
secondo un angolo 2a assegnato.

(Soluzione: dato r il raggio di y, il luogo richiesto é la circonferenza concentrica che ha

per raggio l’'ipotenusa di un triangolo rettangolo avente un cateto uguale ad r ed angolo

opposto uguale ad a.)

9. Assegnate le circonferenze :
yi=x*+y*—2x—-3=0
Y2=x*4+y*+2x—-15=0

Scrivere 1’equazione del luogo geometrico dei centri delle circonferenze tangenti
esternamente a y; € internamente a y,.

10. Studiare la risolubilita del seguente sistema, dipendente da un parametro £:
{xz + y% — 2kx — 2k*y =0
x—y=0

D - Proprieta del polinomio di secondo grado interpretabili
geometricamente nel piano cartesiano.

1. Che luogo geometrico rappresenta y = ax” +bx+c se abeR e ceR™ ?

(Soluzione: si tratta di una parabola con concavita verso [’alto, secante [’asse delle

ascisse in un punto di ascissa negativa e in uno di ascissa positiva.)

x*=3x+5k-3=0
0<x<3 '
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3. Esiste k e R tale che (1+4° > —2(1+k*Jr—k >0 WxeR ?

4. Per quali a <R lequazione y=ax’+ (1 — Za)x —1rappresenta una parabola
secante l'asse x in due punti con ascissa positiva?

5. Data la famiglia di parabole y = x’ —2(cosoc)x+1 ,a € R, determinarne le
intersezioni con l'asse x ed il luogo geometrico dei vertici.

6. Studiare la famiglia di parabole y = 2x” + 2(sena)x +1,a €R e determinarne il
luogo geometrico dei fuochi.

7. Scrivere le equazioni delle circonferenze tangenti all'asse delle x e tangenti in
Tz(l,l) allaretta r:x—y=0.

8. Individuare il luogo dei centri delle circonferenze passanti per il punto 4= (3,2)
e tangenti all'asse delle x

9. Facendo uso di un opportuno parametro reale, scrivere l'equazione delle
circonferenze aventi il centro sulla circonferenza di equazione x> +y° —-1=0 ¢
tangenti all'asse x.

10. Si descriva il luogo geometrico dei centri delle circonferenze di equazioni
(x—cos8)’ +(y —send)’ =1, 0<9<2m.
Si riconosca che tali circonferenze passano tutte per uno stesso punto.

(Soluzione: i centri hanno coordinate (cosS, sen$) e quindi il luogo richiesto é la
circonferenza di centro l'origine e raggio 1. Le circonferenze date hanno tutte raggio 1,

e quindi passano per l'origine.)

E - Risoluzione di sistemi di equazioni e disequazioni
dipendenti da wun parametro tramite interpretazione
geometrica.

y=x-2
l. <x+y>0
R S |

5 x2—2|/’c|x+y2 =0
‘ x—y+1=0 '
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{4(x - COSOL)2 + 4(x - Senoc)2 =1
=N

y=he’
. |x|—y—1=0 .

|x|£1

N

y=x"+k

2 2
5. 42 Y

9 4
y=>1

xy=k
{xz +y> =4
7. Servendosi della interpretazione geometrica, si risolva il sistema
xP+yi=1
ot
(Soluzione: si tratta d’intersecare una circonferenza con centro nell origine degli assi

cartesiani e raggio unitario con un fascio proprio di rette con il proprio centro di

.3

coordinate (-2,0, ha soluzioni per — EY <m< EY )

8. Si interpreti geometricamente il fatto che il sistema

ryt =1
vy aeR”
ax> +y+2=0

non ha alcuna soluzione reale.
y =ax’
9. Discutere la risolubilita del seguente sistema: < y = x
|x| <1
(Soluzione: le ultime due condizioni rappresentano il segmento di estremi
A(— l,—l),B(l,l). La 1° equazione rappresenta parabole (per a=o0 una retta) che

incontrano il segmento in O per ogni valore di a, e in un ulteriore punto per a < -1 o

a>1.)
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X'+ y?—4x—4y+4=0
10. Discutere la risolubilita del seguente sistema: { y = m(x +2)
0<y<lI

F - Equazioni di luoghi geometrici nel piano cartesiano.

1. Determinare il luogo geometrico dei centri delle circonferenze tangenti a
yix? +(y—-2) =1eallaretta y=0.

(Soluzione: ricordandosi la definizione di parabola, il luogo e la parabola di fuoco

C =(0,2) e direttrice y = —1.)

2. Determinare I'equazione della circonferenza di centro C = (1,1) che stacca sull'asse
delle ascisse una corda di lunghezza 4.

3. Determinare le equazioni delle rette passanti per P = (2,1) ed aventi distanza /2
dall'origine.

4. Determinare le equazioni delle circonferenze tangenti agli assi cartesiani ed aventi
il centro equidistante da A = (2,0) e B= (1,5).

5. Assegnati i punti O =(0,0), 4=(1,0) ¢ B=(0,k) (k € R—{0}), determinare il
luogo geometrico dei baricentri dei triangoli OA4B.

6. Assegnata la circonferenza x” + y° —4x =0 determinare il luogo geometrico dei

punti medi delle sue corde di lunghezza k e R".

2 2

y C e
> +b_2:1 rappresenta una famiglia di ellissi

7. Verificare che l'equazione
1+b

aventi tutte gli stessi fuochi, al variare del parametro reale (non nullo) b. Riconoscere
che per un punto P = (x, y) del piano passa un'ellisse della famiglia se e soltanto se

|x|£l

1
|x| >1 oppure {y 20

8. Fra le parabole di equazione y =ax’+bx+c individuare quelle aventi il fuoco
nel punto P = (2,1) e passanti per Q = (0, NE) ) Se ne scrivano le equazioni.

9. Consideriamo le rette 7:3x+4y =0, s:4x-3y=0.
Sia P un generico punto del piano e P.,P le sue proiezioni ortogonali su r e s,
rispettivamente. Determinare il luogo geometrico dei punti P tali che

20P. = OP..
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10. Nel piano cartesiano (con riferimento ortogonale) rappresentare graficamente il

luogo dei centri delle circonferenze di equazione x° + y* —2hx+2—x =0

U

(Soluzione: l'equazione data, per h # 0, rappresenta circonferenze passanti per l'origine

Tl

delle coordinate e centro C = {h, _ J 11 luogo dei centri e allora costituito dalle due

semirette di equazioni parametriche

t>0, t<0
y=-1 y=1

G - Misura degli angoli e degli archi circolari. Funzioni
trigonometriche, relazioni fondamentali.

1. Per quali kK € R ammette soluzioni I’equazione sen*x +cos*x =k ?

2 2

1
(Soluzione: si ponga t=sen’x e si ricordi che cos’x= I- sen’x... .... ke [E,l} )

2. Assegnata una circonferenza ed una sua corda 4B, determinare la lunghezza
della corda noti il raggio € la misura ¢ dell'arco sotteso.

3. Esprimere cosa in funzione di zg o .

4. Assegnati i due punti 4=(-11) e B =(1,1), determinare le coordinate del
centro di un dodecagono regolare avente 4 e B come due vertici consecutivi.

5. Assegnati una circonferenza y di raggio » ed un arco 4B di lunghezza

! = %nr , qual ¢ la misura della corda AB ?

6. Calcolare la misura dell'angolo ottuso formato dalle due bisettrici degli angoli
acuti di un triangolo rettangolo.

7. Dato un angolo ae (0,m/2) risulta: sin2a = 2sina cosa

8. Dato un angolo oe (0,m/2) , si costruisca un quadrato di area: 1 + tan?a.
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(Soluzione: sia ABC un triangolo rettangolo avente un angolo acuto uguale ad o ed il

cateto adiacente uguale a 1. Come noto, il cateto opposto ad o. é tana. Percio il quadrato

richiesto e quello avente per lato l’ipotenusa di un tale triangolo.)

9. E’ dato un triangolo isoscele inscritto in una circonferenza di raggio r. Sapendo
che 8 ¢ la misura di ciascuno degli archi in cui sono inscritti i due angoli uguali,
calcolare, in funzione di 7, le misure in radianti degli angoli interni del
triangolo.

10. Sia data una circonferenza y e di raggio =5 dato su y un arco di lunghezza 1=6,
determinare la misura in radianti e in gradi sessagesimali dell’angolo al centro
corrispondente a tale arco.

H - Formule trigonometriche di addizione e moltiplicazione e
loro conseguenze.

1. sen(én—2xJ = cos(én—3xJ .
6 3

(Soluzione: xz%kn , x:§n+2k7t , kel.)

2. sen(x+%j+cos[§n—3xj=k keR.

3. sen 2x+E = cos E—2x .
4 3

4. tg[x—%)zZ—tgx .

5. cos[x+§j>k+cosx keR.

6. Assegnato un triangolo con angoli o, 2o e B e lati a e b adiacenti a 3, esprimere
la misura di o in funzione dia e b.

7. Verificare che, dati tre numeri reali o,f,y tali che o,B,y # g+lm , (k € Z), e

o+ p+y =m, risulta:

tgo +1gP +tgy = tgou - 1gP - tgy
(Soluzione: la relazione da dimostrare ¢ equivalente alla seguente altra:
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sina. - cosPcosy +sinfBcosacosy+sinffcosocosf  sino-sinf-siny
cosa.-cosf3-cosy cosa.-cosf3-cosy

Basta allora verificare l'uguaglianza fra i numeratori delle due frazioni, avendo
presente che y=m— (oc + B).)

8. Risolvere la seguente equazione: sinSx —sin3x =sinx.

. . sin
9. Risolvere la seguente equazione: =0.
1gx

10. Risolvere la seguente equazione: 4sin’2x—1=0

I - Equazioni e disequazioni trigonometriche.

1. Perquali k € R la disequazione sen’ x —2cosx < k & sempre verificata?

2

(Soluzione: si ricordi che sen’x=1-cos’x es i ponga poi t=cosx....perk >2.)

i

4sen’ (2)6—2)—1 <0
4

3. \/gsenercosx >1

4. tg° (§)+cosx <1

ZSen(Zx)—\/g

5 tg2(2x)—3

T T
——<x<—=
2 2

>0

6. 3sen2x+(\/§—l)senxcosx+(2—\/§)cos2x=1+k2 keR

Jsin? x >sin x
2
Ncos? x > cosx

8. Risolvere il seguente sistema di disequazioni (si consiglia di porre cosx =X e
) sinx+cosx <1
sinx=Y):

7. Risolvere il seguente sistema di disequazioni:

sinx—cosx <0

9. Determinare i valori di £ per i quali la disuguaglianza kcosx—sinx+1>0 ¢
vera per ogni X.
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10. Risolvere la seguente disequazione: sinx tanx > 2 sinx — cos x

in2
. . . \ . sin®x . . .
(Soluzione: la disequazione e equivalente — 2 sinx — cos x . Dunque le soluzioni

sono (0,n/4) U (n/4, n/2) U (37/2, 2x).)

L - Risoluzione di triangoli.

1. Dato un punto P su una semicirconferenza di diametro AB =2r, sia H la sua
proiezione ortogonale sul diametro. Per quali valori dell'angolo x = PAB risulta
AP >2A4H ?

(Soluzione: si ricordi che il triangolo PAB e rettangolo perché inscritto in una

circonferenza, posto a= angolo PAB, otteniamo che AP=2rcosa mentre AH=APsena.....

T T
—<x<—=)
3 2

2. Calcolare il perimetro di un triangolo isoscele ABC note le misure dell'altezza CH
e degli angoli alla base o .

3. Di un triangolo ABC sono note le misure AB=2a ¢ BCA =45°. Determinare per
quali valori dell'angolo CAB la somma dei quadrati dei lati del triangolo vale 16a” .

4. Risolvere un triangolo rettangolo ABC noti un angolo acuto o ed il raggio della
circonferenza inscritta.

5. Determinare il perimetro di un trapezio isoscele inscritto in una
semicirconferenza di diametro 27 e avente le diagonali uguali a 3 .

6. Dato un esagono regolare di lato ¢/ determinare le distanze da un vertice degli altri
vertici.

7. Dimostrare che 1’ortocentro di un triangolo avente vertici 1 punti medi dei lati di
un dato triangolo ABC coincide con il circocentro di ABC

8. Costruire un triangolo, essendo assegnato un lato c, un angolo adiacente a, ¢ la
somma a+b degli altri due lati

9. Dimostrare che in ogni triangolo la bisettrice di un angolo intero e I’asse del lato
opposto a tale angolo si intersecano in un punto della circonferenza circoscritta.

10. Dimostrare che in ogni triangolo rettangolo la mediana relativa all’ipotenusa ¢
la meta dell’ipotenusa stessa.
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(Soluzione: ogni triangolo rettangolo e inscrittibile in una circonferenza che ha per

diametro l’ipotenusa, e la mediana relativa all’ipotenusa risulta essere il raggio di tale

circonferenza.)

M - Luoghi geometrici nel piano.

1.

Assegnati una retta 7 ed un punto P ¢ r, determinare il luogo geometrico dei
fuochi delle parabole di direttrice » e passanti per P.

(Soluzione: applicando la definizione di parabola si determina che il luogo e la parabola

con fuoco P e direttrice r.)

2.

10.

Determinare il luogo geometrico dei punti medi delle corde intercettate su una
circonferenza y dalle rette uscenti da un punto P esterno a vy .

Determinare il luogo geometrico dei centri delle circonferenze tangenti
internamente ad una data semicirconferenza e al suo diametro.

Assegnati due punti distinti 4 e B, determinare il luogo geometrico dei punti di
tangenza tra le rette uscenti da 4 e le circonferenze di centro B.

Fissati due punti 4 e B ed una retta r, sotto quali condizioni esiste una parabola
passante per 4 e B ed avente per direttrice » ?

Determinare il luogo geometrico dei centri delle circonferenze tangenti ad una
circonferenza y di centro C e ad una retta passante per C .

Considerati i fasci di rette di equazioni x+ay =0, a(x—l)— y=0, si individui
il luogo geometrico dei punti di intersezione delle coppie di rette corrispondenti
ad uno stesso valore del parametro a.

Data I'ellisse di equazione x° / 4+ y* =1, scrivere l'equazione dell'iperbole avente
gli stessi fuochi dell'ellisse e passante per il punto P = (1,0).

Verificare che, al variare del parametro reale 3, le seguenti coppie (x, y)
individuano nel piano cartesiano (con riferimento ortogonale) i punti di una

) o o x=5c0s89
ellisse, della quale si chiede la eccentricita: Lo
y=2sinY

Nel piano cartesiano rappresentare graficamente il luogo dei vertici della parabole
di equazione y = hx” —2x , essendo / un parametro reale non nullo.
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(Soluzione: l'equazione data rappresenta, al variare del parametro h in R-(0) un fascio

di parabole, ciascuna delle quali ha per vertice il punto: V = (l - l).

h’ h

11 luogo richiesto e pertanto la bisettrice del 2° e 4° quadrante privata dell'origine delle

coordinate.)

N - Congruenza di poligoni.

1. Dimostrare che le diagonali di un parallelogramma lo dividono in 4 triangoli
equivalenti.

(Soluzione: 1 quattro triangoli hanno basi e altezze congruenti.)

2. Dimostrare che due parallelogrammi sono congruenti se hanno congruenti un lato
e le due diagonali.

3. Dimostrare che se due trapezi scaleni hanno congruenti la base maggiore, un lato
obliquo e tutti gli angoli allora sono congruenti.

4. Assegnati due segmenti congruenti AB e CD determinare un punto £ in modo tale
che risultino congruenti i triangoli ABE e CDE.

5. Dimostrare che se due quadrilateri hanno congruenti tre lati e i due angoli
compresi allora sono congruenti.

6. Trasformare un pentagono in un quadrilatero equivalente.

7. Dimostrare che i quattro triangoli in cui ¢ suddiviso dalle diagonali un quadrilatero
inscritto in una circonferenza sono a due a due simili.

(Soluzione: gli angoli di due triangoli non adiacenti del tipo descritto sono uguali (o

perché opposti al vertice, o perché insistono su uno stesso arco di circonferenza.)

8. Dimostrare che il lato di un decagono regolare ¢ uguale alla parte del raggio del
cerchio circoscritto. Reciprocamente, un arco di circonferenza la cui corda ¢ lunga
quanto la parte aurea del raggio ¢ la decima parte della circonferenza.

9. Dimostrare che ogni parallelogramma circoscrittibile ad una circonferenza ¢ un
rombo.

10. Dimostrare che ogni parallelogramma inscrittibile in una circonferenza ¢ un
rettangolo.

28




O - Parallelogrammi e trapezi.

1. Dimostrare che un triangolo ABC e il triangolo MNP ottenuto congiungendo 1i
punti medi dei suoi lati hanno lo stesso baricentro.

(Soluzione: congiungendo i punti medi dei lati AC e BC si ottiene un segmento MN
parallelo al lato AB. La mediana CP interseca MN nel punto medio Q, quindi PQ e

mediana anche del triangolo MNP. Si conclude analogamente per le altre mediane.)

2. Dimostrare che i trapezi inscrivibili in una circonferenza solo necessariamente
isosceli.

3. Costruire un trapezio rettangolo date la base maggiore e l'altezza e sapendo che
la diagonale minore ¢ perpendicolare al lato obliquo.

4. Assegnato un trapezio scaleno costruirne uno simile avente la base maggiore
congruente alla base minore del trapezio assegnato.

5. Dati A=(8,~1) ¢ B=(7.,1), costruire un trapezio isoscele di base 4O e lato
obliquo 4B.

6. Data una circonferenza e due sue corde congruenti 4B e CD che si incontrano in
un punto P, provare che ACBD ¢ un trapezio isoscele.

7. Siano X, Y, Z, W 1 punti medi di un quadrilatero convesso di vertici A, B, C, D.
Dimostrare che il quadrilatero XYZW ¢ un parallelogramma.

8. Dimostrare che in ogni triangolo 1 punti medi dei lati ed il piede di una qualunque
delle altezze sono vertici di un trapezio.

9. Dato un parallelogramma ABCD, con A(1,0) B(4.1), C(5,3) scrivere l'equazione
della retta contenente il lato opposto ad AB.

(Soluzione: la retta richiesta e la parallela ad AB, passante per C, ed ha equazione: x-
3y+4=0.)

10. Dati i punti A(4,0), B(0,1),K(1,-1), supponendo che A,B siano due vertici
consecutivi di un parallelogramma e K il punto d’intersezione delle diagonali, si
determino gli altri vertici e 1’altezza relativa al lato AB.
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P - Circonferenza e sue proprieta.

1. Dimostrare che in un triangolo rettangolo la somma dei cateti ¢ congruente alla
somma dell'ipotenusa e del diametro della circonferenza in esso inscritta.

(Soluzione: se A,B,C sono i vertici del triangolo retto in A e L,M,N sono i punti di

tangenza dei lati del triangolo alla circonferenza inscritta di raggio v, con L su BC, M

su AB, N su AC, risulta AM = AN = r , NC = LC e MB = BL . Pertanto

AB+ AC =(AM +MB)+ (AN + NC)=r+r+BC )

2. Siano r ed s due rette parallele a distanza k e sia ¢ una terza retta, incidente le
prime due, che forma con esse un angolo a. Dopo aver dimostrato che esistono due
sole circonferenze tangenti contemporaneamente alle tre rette, calcolare la distanza
tra i due centri in funzione di o e k.

3. Determinare il luogo dei centri delle circonferenze equidistanti da tre punti
assegnati.

4. Assegnato un punto 4 di una data circonferenza y di centro C, determinare il
luogo geometrico dei baricentri dei triangoli ACX al variare di X €y .

5. Assegnata una circonferenza y ed un punto P ad essa esterno, determinare le rette
uscenti da P e che individuano su y corde di lunghezza assegnata ¢ .

6. Data una circonferenza y, determinare il luogo geometrico dei centri delle
circonferenze di raggio assegnato r e che intercettano su y corde di lunghezza
assegnata / .

7. Determinare le circonferenze tangenti in un punto T ad una circonferenza y di
centro C, e tangenti a una retta ¢ assegnata.

8. Individuare le circonferenze di raggio assegnato r, tangenti a due date rette
incidenti a e b. Il problema ha quattro soluzioni.

(Soluzione: i centri delle circonferenze si possono individuare come intersezioni tra le

coppie di rette parallele rispettivamente ad a, b condotte a distanza r.)

9. Costruire le rette tangenti a una circonferenza y di centro C e raggio r, passanti per
un punto P esterno ad essa.

10. Date due rette z e ¢ ed un punto T appartenente a ¢, individuare una circonferenza
tangente in T a ¢ ed avente centro sulla retta c.
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Q - Poligoni inscritti e circoscritti ad una circonferenza:
poligoni regolari.

1. Siano 7, e T, due triangoli equilateri, rispettivamente, inscritto e circoscritto ad
una circonferenza di raggio r. Calcolare il rapporto tra le aree dei due triangoli.

(Soluzione: i due triangoli sono simili con rapporto di similitudine 2, dunque il rapporto
tra le aree ¢ 4.)

2. Dimostrare che ¢ costante la somma delle distanze di un punto interno P di un
qualsiasi poligono regolare dai suoi lati.

3. Assegnato un pentagono regolare ABCDE di lato 7, calcolare la lunghezza della
circonferenza in esso inscritta.

4. Determinare le coordinate dei centri delle circonferenze circoscritte agli esagoni
regolari di lato 4B, essendo 4=(1,1) e B=(2,1).

5. Dimostrare la formula della somma degli angoli interni (n—2)-180” e quella

degli angoli esterni 360° di un poligono di # lati.

6. Data una circonferenza e due esagoni regolari, uno inscritto ed uno circoscritto,
quale delle due aree comprese ¢ maggiore ?

7. Dimostrare che i quattro triangoli in cui ¢ suddiviso dalle diagonali un quadrilatero
inscritto in una circonferenza sono a due a due simili.

(Soluzione: gli angoli di due triangoli non adiacenti del tipo descritto sono uguali (o
perché opposti al vertice, o perché insistono su uno stesso arco di circonferenza); percio
due tali triangoli sono simili.)

8. Dimostrare che il lato di un esagono regolare ¢ uguale al raggio del cerchio
circoscritto. Reciprocamente, un arco di circonferenza la cui corda ¢ lunga quanto il
raggio ¢ la sesta parte della circonferenza.

9. Un rettangola ha 1 lati di lunghezza a e b, calcolare il raggio della circonferenza
circoscritta.

10. Un trapezio rettangolo ¢ circoscritto da una circonferenza di raggio r, nota la
lunghezza del lato obliquo a, calcolare il perimetro del trapezio.
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R - Equivalenza e similitudine tra figure piane.

1. Dimostrare che se in un triangolo rettangolo ¢ inscritto un quadrato con un lato
sull'ipotenusa, tale lato ¢ medio proporzionale tra le due rimanenti parti
dell'ipotenusa.

(Soluzione: Se A,B,C sono i vertici del triangolo di ipotenusa BC, e H,K,L,M sono i vertici

del quadrato con il lato HM sull’ipotenusa, la tesi segue dalla similitudine dei triangoli

KHC e LMB )

2. Costruire un quadrato equivalente ad un generico quadrilatero.

3. Assegnati due segmenti non congruenti tra loro, costruire il segmento medio
proporzionale.

4. Dimostrare che un quadrilatero inscritto in una circonferenza ¢ diviso dalle
diagonali in 4 triangoli a 2 a 2 simili.

5. Costruire un cerchio equivalente alla somma di altri due assegnati.

6. Calcolare l'area della corona circolare compresa tra le due circonferenze,
rispettivamente, inscritta e circoscritta ad un quadrato di lato /7 .

7. Descrivere le isometrie del piano che trasformano un rettangolo in se stesso.
8. Descrivere le isometrie del piano che trasformano un trapezio isoscele in se stesso.

(Soluzione: la simmetria rispetto all’asse della coppia di lati paralleli.)

9. Siano a,b,c 1 tre lati di un triangolo. Costruire un triangolo simile al dato, avente
perimetro assegnato 2p.

10. Un triangolo equilatero, la cui altezza vale a, ¢ la sesta parte di esagono regolare.

Calcolare il raggio della circonferenza circoscritta ad un esagono regolare che
abbia I’area doppia del precedente.
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